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摘 要:设 G 为有限群 ， H是 G 的子群O 称 H是 G 的 S 一拟正规子群'如果对 G 的任意 S)

PH; 称 H是 G 的 S 一拟正规嵌人子群'若H的 Sylow 子群为 G 的某个 S …拟正规子群的 Sylow 子群;称H是 G 的

C凉，正规子群，如果 G有正规子群 K使得 G = HK且满足 HnK在 G 中是 S 一拟正规嵌入的。设 d 是 p 一群 P 的

最小生成元个数。考虑 P 的 d 个极大子群构成的集合 Md(P) = {P" … ， Pd}且使得它们的交是 P 的 Frattini 子群

CÞ(P) 。对 Md(P) 中的群在满足 C一正规假设条件下群的结构进行了研究，并推广了最近的一些结论。
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Sylow subgroup of is a Sylow su岛group of some S -quasinormal subgroup of G; is a C 飞normal sub~ 

group of G if there exists a normal su岛group of G suc扫 that G = HK and n K is S 呵uasinormallyembed白

ded in G. Let d 岛e the smallest generator number of a p 阳group P. Consider a set ]l，ι( = {P!,"', } 

of maximal s山gro叩s of P such that n 1= = . The aim is to investigate the stmct旧e of finite 

group G under the assumption that all members in ( are C 飞normal in G ? and generalizes some re~ 

cent results. 

words; C 二normal subgroup; S ~quasinormally embedded subgroup; p -nilpotent group 

本文所考虑之群均为有限群?所使用的符号均

为标准的(参见文 [1J). G 总表示有限群， I 们

表示 G 的阶?何( G) 表示 I GI 的素因子集合 j 表

示对某个P E 圳的 ， G 的一个马rlow p 一之群 9

表示在 G 中的核?即包含在中的 G 的最大正

规子群。

为方便起见，用 G) 表示 G 的 Sylow 子群的

所有极大子群构成的集合。有限群理论的一个有趣

问题是讨论的中的群对有限群结构的影响。

此方面研究的典型结果是文 [2 J 证明了:如果

的中的群在 G 中正规?那么 C 为超可解群。

此结论已经被广泛地推广[3 -12J 。在文[ 13 J 中?
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李世荣、何宜丽则从另一新的角度推广七述结论

为:设p 是整除|们的最小素因子。则下列结论

等价: (a) G 是p 一幕零群; (b) (Gp ) 中的群在

G 中正规嵌入; (c) (Gp ) 中的群在 G 中 S …拟

正规嵌入。最近韦华全等[3]推广 S 一拟正规嵌入及

C 一正规概念为 C飞正规:称 H是 G 的 C习一正规子

群罗如果 C有正规子群 K使得 G 二 HK且满足 Hn

k 在 C 中 S 一拟正规嵌入并证明了:设H是有限

群 G 的正规子群且使得 G/H 为 p 一幕零群 ， P 是 H

的 Sylowp 一子群，其中pε 刑的且满足( p 斗，

I G I ) = 1 。如果 M(P) 中的群在 G 中 C'I …正规，

那么 G 为 p 一幕零群。

延用文 [13J 的符号，我们引入下面定义:

定义 1 [文[ 13 J ，定义1. 1 J 设 d 是 p 一群 P

的最小生成元个数。考虑 P 的 d个极大子群构成的

集合 (P) 二 {P 1 ' … , Pd } 且使得它们的交是 P

的 Frattini 子群 CÞ(

很明显?对 p …群，满足定义 1 的(

不是唯一的。

本文将继续上述工作?讨论( )中的群在

满足 C 二正规假设条件下群 G 的结构?推广了文

[3J 及最近的一些结论。

言 l E里 1 (a) S 一拟正规子群是次正规子群。

(b) 如果~ ~G且在 C 中 S …拟正规?

那么在K 中 S 一拟正规。

(c) 如果 H是 G 的 S …拟正规 Hall 子群罗那

么 H<J G 。

( d) 设 K<J G 。如果 H在 G 中 S 一拟正规?那

么 HK/K 在 G/K 中 S 一拟正规。

(e) 设 P 是 G 的 p …子群，其中 P E 圳的。

则 P在 G 中 S …拟正规当且仅当 Nc(P) 注 Op( 的。

(f)设 H是 G 的幕零子群。则 H在 C 中 S …拟

正规当且仅当 H 的 Sylow 子群在 G 中 S 一拟正规。

( g) 如果 H 是 C 的 S …拟正规子群?那么

幕零。

证明 ( a) 一 (d) 可参看文 [10J; (e) , 

(f)参看文 [12]; (g) 参看 [llJ 。

引理 设 H是 C 的子群。

( a) 如果在 G 中是 C*_正规的且满足~ lVI 

三三 G ， 那么 E在 M 中 C':阳正规。

(b) 设 N<J G 且使得 N~ 。则 H在 C 中 C':

同正规当且仅当 H/N 在 G/N 中 C 二正规。

(c) 设何是一个素数集合 ， H 是 G 的作一子

群，而 N是 G 的 4 …子群。贝UH 在 G 中 C飞正规

当且仅当 HN/N 在 G/N 中 C 飞正规。

下面的引理是 Burnside 定理的一个推论:

引理 3 设p 是整除 I GI 的一个素因子且满

足( p 一 1 ， I G I )斗。如果 G 有循环 Sylow p 一

子群，那么 G 为 p 一幕零群。

引理 4[1) 设 N是 G 的正规子群且H~G 。如

果 N 三三 ψ (H) , 那么 N ~ CÞ( G) 。

引 E里 5[14) 设 U 、 V是 G 的子群。则下列结论

等价:

( a) U n vw = (U n V) ( U n W) 。

(b) UV 门 UW = U(V n W) 。

引 1理垦 6[1叫5叮] 如果 P 是 G 的 Sy

是 G 的正规子群丑使得 P 门 N 三4二〈ψfJ( P刊)罗那么 N是

p …幕零群。

引理 7[叫 设P1 ，Ps 分别是整除 I GI 的最小素

因子及最大素因子。如果 G包含两个超可解子群

，且满足 I G I = P1 , I G I = p" ， 那么 G是超

可解群0

2 

C 的 ιp 一子群?其中 p

是整除 I 的素因子且满足( p , 1 1) 0 

则 G 是 p 一幕零群当且仅当对某个固定的

( )，其内所有群在 G 中 C飞正规。

假定 G 是 p 一幕零群?那么 C 有一个

Hall 正规 p' 一子群?记为区。任取 ε( )。

记 T = 0 则 I TI 斗 T/K I = p 0 因为

G/K 是p …群，所以 T<J G 。故在 G 中是正规嵌

入的?当然是 C -正规的。

反之，假定 C不是p 一;需零群 9 并设 G 是一个

极小反例。任取 ε (Gp ) ， 由定理假设条件可

知 ， G 存在正规子群使得 G = 且有门

在 G 中是 S 一拟正规嵌入的。因此存在 G 的 S 一拟

正规子群使得 n 是践的 Sylow P 一子群。

( 1) 0 1" (G) = 1 0 

假设 01" (G) =1= 1 。记N= 吨，( G) 。则

G/N 的 Sylow p 一子群?且同构于 Gp 。因此
和有相同的生成元个数?即是 d ， 且记

(GpN/N) = …，。由引理 2 可

知，在 G/N 中是 C或一正规的 o G 的极小性蕴

含着 G/N是p 一幕零群?从而 G是p 一幕零，群?

盾。从而吨，( G) = 1 0 

(2) Gp ) c = 1 0 
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否则?任取 L 三三 Gp ) c 且使得 L <J G 。考虑

因子群 GIL 。此时 pz/L(i=19...9d) 是 GplL 的极

大子群。由引理 2 可知 ， GIL 满足定理假设条件。 G

的选取蕴含着 GIL 是 p 一幕零群。应用引理 4 可

知 ， L 三三 φ( G) 。从而 G 是p 一幕零群，矛盾。

(3) GI(MJ c 是 p 一幕零群。

因为 Mj在 G 中 S 一拟正规，由引理 1 (d) 可

推出 M/(Mi)c 在 G/(MJc 中 S 一拟正规。再根据

引理 1 (f) (g) 可知 ， (Pi 门民 ) (MJ cl(Mi ) c 在

GI(MJc 中 S 一拟正规。易知 Pi 门 Ki <J Gp ， 由引

理 1 (e) 可知 ， (Pi n KJ (Mi)cl(Mi)c 在

G/(MJc 中正规。因此 Pi n 1(,. ~ (MJ c 。由 G = 

PJ(i 可知 ， GI(Mi)c = Pi(MJcl(Mi)c 

1(,. ( Mi ) cl ( Mi ) c 。我们断言: P/Mi) c/(MJ c n 
Ki ( Mi ) cl ( Mi ) C = 1 。事实上 9 因为门 Ki 门

(Mi)c = Pi 门 (M;) c = Gp n (Mi ) c 及 01'( G) 乏主 .J!.J'>..i?

所以 (1 ( ) c 门( )c I , I ( )c: n 

( )c l )=l 。故有( n( )c)( 门( )c) 

。由引理 5 可知?

( n )( )c 

) c ， 即() )c 门) cl(M;) c 

于是， 1 ( ) cl ( ) c I 户 p 。应用引理 3 可得?

( ) cl ( ) c 是 p 中幕零群。因此 G/( ) c 是 p

卢幕零群。

(4) 得出矛盾。

记 N = n 1=1 ( ) c 。则有门 N 门 ~I= 1 ( 
门( )C)=n1=1( 门 )=n1= nCÞ(Gp)~ 

Gp ) 。应用引理 6 可得 ， N 是 p 一幕零群。由

( 1 )可知 ， N 是 p 一群且 N = N n Gp ~φ(Gp ) 。

再由 (2) 可知? N = 1 。因此 G 是p 一幕零群?矛

盾。

故极小反例不存在。从而 G 为 p 一幕零群。证
仨匕
，一。

2 设 C 为有限群。则下面结论等价:

(a) G 为 p 一幕零群。

(b) G 存在正规子群 H且使得 GIH是 p 一

， P 是 H 的 Sylow p 一子群，其中 p 是整除 IHI

的素因子且满足 (p-1 ， 11) 二 1 , )中的

所有群在 G 中 C飞正规。

(c) G 存在的正规子群 H且使得 GI 丈ÈP

容零群 ， P 是 H 的 Sylow p …子群 9 其中 p 是整除

IHI 的素因子且满足( p …1, I HI) 1 ，对某个

固定的( )，其内所有群在 G 中 C飞正规。

阴 我们仅需要证明 (c) 暗含着( a) 。

假定( c) 成立，但 G 不是 p 一幕零群，设 G

是一个极小反例。明显的，由定理 1 可知 ， H < G 。

由引理 2 可知 ， H 是 p 一幕零群。因此 H有正规 p

补，记为，且有吧，<JG 。考虑因子群

GI吧，。容易验证 GI吨，满足定理假设条件，因此

GI吧，是p 一幕零群。如果吨，并 1 ，那么 G是p 一

幕零群，矛盾。故我们假定H是p 一群。由定理假

设条件 GIH是 p 一幕零群，那么 GIH 有正规 p

一补，记为 KIH 。由 Schur - Zassenhaus 定理可知?

K = HKp' ， 其中凡，是 K 的 Hallp' 一子群。易验证

K满足定理 2 的假设条件。由 G 的极小性可知 ， K

p 一幕零群，因此 C 是p 一幕零群，矛盾。

推论 3 ( [3] ，推论 3.2) 设 P是 G 的 Sylow p 

一子群 9 其中 p 是整除 I G I 的素因子且满足 (p

-l , IGI) =1 。则 G是p 一幕零群当且仅当 P 的

每个极大子群在 C 中 C …正规。

4 ( [13] ，定理 3. 1) 设 Gp 是 C 的 Sylow

p 一子群?其中 p 是整除 I GI 的最小素因子。则下

面结论等价:

(a) G 为 p

(对某个固定的( )，其内所有群在 G

中正规嵌入。

(c) 对某个固定的风( )，其内所有群在 C

中 S 一拟正规嵌入。

5 设是 C 的 p …子群?其中 p

整除|町的素因子且满足( p 斗， I G I )斗。

如果对某个固定的 (Gp ) ， 其内每个群在 G 中 C

正规罗那么 G 是 p 一幕零群。

6 设 Gp 是 G 的 Sylow p 一子群，其中 p 是

除 I G I 的任一素因子。如果对某个固定的

( )，其内所有群在 G 中 C 二正规 9 那么 G 拥

有超可解型的 Sylow 塔性质。

7 设 G 为有限群。则下面结论等价:

(a) G 为超可解群。

(b) G 存在正规子群 H旦使得 GIH是超可解

群 ， P 是 H 的任一句rlow 子群 9 对某个固定的

( ，其内所有群在 C 中 C飞正规。

证明我们仅需要证明 (b) 蕴含着( a) 。

假定 (b) 成立?但 G 不是超可解群?设 G

)个极小反例。

由引理2 及推论 6 可知，拥有超-ar解型的

low 塔性质。令 q 是整除 I 的最大素因子， Q 是

的 Sylow q 一子群?那么 Q <J G 。

(1) G IQ 是超可解群。
任取 H 的 Sylow 子群?记为 P 。易知
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HIQ 的 Sylow 子群。由定理假设，对某个固定的

Md (问= {p[' … , Pd } 满足其内每个群在 G 中

f 一正规的。由引理 2 可知 ， Md(PQIQ) = 

{P[QIQ , … , PdQIQ} 中的每个群在 PiQIQ 在 GIQ

中是 C二正规的。因为( GIQ) I ( HIQ) ~ 

GIH是超可解的?所以由 G 的极小性可知 ， GIQ 

是超可解群。

(2) Q 是 G 的 Sylow q 一子群。

否则，假定 Q < 吨 。令 p , r 分别是整除

1 GIQI 的最小素因子及最大素因子。因为 GIQ

超可解群，所以 GIQ 包含两个子群 MJQ ， M21Q 

且满足 IG:M[I= IGIQ:MJQI=p , IG:M2 1= 

1 GIQ:M2IQ 1 = r 。由引理 2 可知， (此 ， Q)(i = 1 , 

2) 满足定理假设条件。 G 的极小性蕴含着风 ， M2 

是超可解的。应用引理 7 可得 G 是超可解群?矛

盾。

(3) 最后矛盾。

由定理假设 9 对任~ε (Q) = { ,"', 

Qd} ， 都存在 G 的正规子群使得 G = 旦有

Qi n 在 C 中 S …拟正规嵌入。因此存在 C 的 S

一拟正规子群使得门是的 q 一

群。由引理( d) 可推出 ) c 在 GI( ) c 

中 S 一拟正规。再由引理(f) (g) 可知， (门

) ( ) cl ( ) c 在 GI( ) c 中 S 一拟正规。易知

<J Q ， 由寻|理 1 (e) 可知， (门

) cl ( ) c 在 GI( ) c 中正规。因此 n

~( )C , Qin =( )cnQ <J G 。由 G = 

可知 ， GIQi 门= (Q/Qi 门) 0 (K/ Q i n ) , 
q = 1 (QIQi 门叩门(乓IQi 门乓 )1 = 1 Q n 乓IQi n 乓|。

因为 GIKi ~ Q/Qi 门是超可解的?所以由( 1 ) 

可知 ， GIQ 门是超可解的。因此 GI( Qi 门)

是超可解的。从而 G/n f二[( Qi n )是超可解的。

令 T=n1=1(Qi n )。则 T=ø(Q)n(n d ) 

~Ø(Q)~Ø(G) 。故 G 是超可解群?矛盾。

完成证明 0

8 设 C 是 C 的换位子群。如果对 G' 的任

~ Sylow 子群 P 满足对某个固定的( ，其内

所有群在 G 中 C二正规 9 那么 G' 是幕零群0

9 设伊是 G 的超可解剩余子群。则 C

超可解群当且仅当对伊的任~ Sylow 子群，满

足对某个固定的( ，其内所有群在 G 中 C':'­

正规。

10 设 C 是有限群。则下面结论等价:

(a) G 是超可解群。

(b) 存在 C 的正规子群H且使得 GIH是超可

解群 ， P 是 H 的任 Sylow 一子群 ， M(P) 中的所有

群在 G 中 C飞正规。

注记:推论 10 即是文 [3J 中的定理 4. 1 在 F

(包含超可解群类的饱和群系)取 U( 超可解群类)

时的结论。

推论 11 ([ 13 J ，定理 3.2) 设 C 为有限群。则

下面结论等价:

(a) G 为超可解群。

(b) 存在 G 的正规子群H且使得 GIH是超可

解群 ， P 是 H 的任- Sylow 一子群，对某个固定的

Md (町，其内所有群在 G 中 S 一拟正规嵌入。

推论 12 设 C 是有限群。则下面结论等价:

(a) G 为超可解群。

(b) 存在 G 的正规子群H且使得 GIH是超可

解群 ， P 是 H 的任 Sylow 一子群?对某个固定的

(P) ， 其内所有群在 G 中或 C 卢正规或 S 一拟正

规嵌入。

注记:文 [13J 中的例子 3. 表明定理 3. 7 

能推广到包含超可解群类的饱和群系。
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